高中数学：求函数值域的十三种方法

观察法（☆ ）

配方法（☆）

分离常数法（☆）

反函数法（☆）

判别式法（☆）

换元法（☆☆☆）

函数有界性

函数单调性法（☆）

图像法（数型结合法）（☆）

基本不等式法

利用向量不等式 

一一映射法

 多种方法综合运用

一、观察法：从自变量
[image: image685.png]


的范围出发，推出
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的取值范围。
 【例1】求函数
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【解析】∵
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，  ∴函数
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的值域为
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的值域。
【解析】∵[image: image9.wmf]0
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【例3】已知函数
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，求函数的值域。

【解析】因为
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注意：求函数的值域时，不能忽视定义域，如果该题的定义域为
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，则函数的值域为
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二． 配方法：配方法式求“二次函数类”值域的基本方法。形如
[image: image21.wmf]2
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的函数的值域问题，均可使用配方法。

【例1】 求函数
[image: image22.wmf]2
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的值域。
【解析】将函数配方得：[image: image23.png]y=(x-1%+4



∵[image: image24.png]xe[-12]



由二次函数的性质可知：当x=1 ∈[-1,2]时，[image: image25.png]


，当[image: image26.png]


时，[image: image27.png]


    故函数的值域是：[4，8]

【变式】已知
[image: image28]，求函数
[image: image29]的最值。
【解析】由已知
[image: image30]，可得
[image: image31]，即函数
[image: image32]是定义在区间
[image: image33]上的二次函数。将二次函数配方得
[image: image34]，其对称轴方程
[image: image35]，顶点坐标
[image: image36]，且图象开口向上。显然其顶点横坐标不在区间
[image: image37]内，如图2所示。函数
[image: image38]的最小值为
[image: image39]，最大值为
[image: image40]。
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图2

【例2】  若函数
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当

时的最小值为
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，（1）求函数
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（2）当
[image: image45.wmf]Î
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[-3,-2]时，求g(t)的最值。（说明：二次函数在闭区间上的值域二点二分法，三点三分法）
【解析】(1)函数
[image: image46]，其对称轴方程为
[image: image47]，顶点坐标为（1，1），图象开口向上。

	[image: image48.png]


图1
	[image: image49.png]


图2
	[image: image50.png]


图3


①如图1所示，若顶点横坐标在区间
[image: image51]左侧时，有
[image: image52]，此时，当
[image: image53]时，函数取得最小值
[image: image54]。
②如图2所示，若顶点横坐标在区间
[image: image55]上时，有
[image: image56]，即
[image: image57]。当
[image: image58]时，函数取得最小值
[image: image59]。
③如图3所示，若顶点横坐标在区间
[image: image60]右侧时，有
[image: image61]，即
[image: image62]。当
[image: image63]时，函数取得最小值
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综上讨论，g(t)=
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在
[image: image71.wmf][3,2]

--

上，
[image: image72.wmf]2

()1

gtt

=+

也为减函数


[image: image73.wmf]\



[image: image74.wmf]min

()(2)5

gtg

=-=

， 
[image: image75.wmf]max

()(3)10

gtg

=-=


【例3】  已知
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【解析】由已知可求对称轴为
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根据对称性
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（3）当
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综上，
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观察前两题的解法，为什么最值有时候分两种情况讨论，而有时候又分三种情况讨论呢？这些问题其实仔细思考就很容易解决。不难观察：二次函数在闭区间上的的最值总是在闭区间的端点或二次函数的顶点取到。第一个例题中，这个二次函数是开口向上的，在闭区间上，它的最小值在区间的两个端点或二次函数的顶点都有可能取到，有三种可能，所以分三种情况讨论；而它的最大值不可能是二次函数的顶点，只可能是闭区间的两个端点，哪个端点距离对称轴远就在哪个端点取到，当然也就根据区间中点与左右端点的远近分两种情况讨论。根据这个理解，不难解释第二个例题为什么这样讨论。  对二次函数的区间最值结合函数图象总结如下：

当
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当
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[image: image100.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

<

-

£

-

£

-

>

-

=

)

(

2

)

(

)

(

2

)

2

(

)

(

2

)

(

)

(

8

7

6

max

如图

如图

如图

，

，

，

m

a

b

m

f

n

a

b

m

a

b

f

n

a

b

n

f

x

f
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【例4】 (1) 求
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在区间[-1,2]上的最大值。

(2) 求函数
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【解析】(1)二次函数的对称轴方程为
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(2)函数
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【例5】 已知二次函数
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上的最大值为3，求实数a的值。

【分析】这是一个逆向最值问题，若从求最值入手，需分
[image: image135.wmf]a0
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与
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两大类五种情形讨论，过程繁琐不堪。若注意到最大值总是在闭区间的端点或抛物线的顶点处取到，因此先计算这些点的函数值，再检验其真假，过程就简明多了。具体解法为：
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此时抛物线开口向下，对称轴方程为
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（2）令
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此时抛物线开口向上，闭区间的右端点距离对称轴较远，故
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此时抛物线开口向下，闭区间的右端点距离对称轴较远，故
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综上，
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解后反思：若函数图象的开口方向、对称轴均不确定，且动区间所含参数与确定函数的参数一致，可采用先斩后奏的方法，利用二次函数在闭区间上的最值只可能在区间端点、顶点处取得，不妨令之为最值，验证参数的资格，进行取舍，从而避开繁难的分类讨论，使解题过程简洁、明了。
【变式】 已知函数
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上的最大值为4，求实数a的值。

 【解析】
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（1）若
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【例6】 已知函数
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的值。

【解法1】讨论对称轴[image: image170.png]
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②若
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④若[image: image179.png]leman



，则
[image: image180.wmf]max

min

()()3

()()3

fxfmn

fxfnm

==

ì

í

==

î

，无解

综上，
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【解法2】由
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评注：解法2利用闭区间上的最值不超过整个定义域上的最值，缩小了
[image: image190.wmf]m

，
[image: image191.wmf]n

的取值范围，避开了繁难的分类讨论，解题过程简洁、明了。

【例7】 求函数
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的值域.
【解法1】
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显然
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故函数的值域是：
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【解法2】显然3≤x≤5,
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三、分离常数法：分子、分母是一次函数得有理函数，可用分离常数法（分母少，分子多），通过该方法可将原函数转化为为
[image: image198.wmf])
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[image: image199.wmf]为
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常数)的形式此类问题一般也可以利用反函数法。

 【例1】 求函数
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【解析】利用恒等变形，得到：
[image: image201.wmf]1
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，容易观察知x≠-1,y≠1，得函数的值域为y ∈(-∞,1)∪(1, +∞)。注意到分数的分子、分母的结构特点，分离出一个常数后，再通过观察或配方等其他方法易得函数值域。

【例2】 求函数
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【解析】观察分子、分母中均含有
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 注意：在本题中应排除
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【变式】求下列函数的值域：

  (1) 
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答案：（１）值域
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    （２）值域y ∈[-1,1]

四、反函数法：利用函数和它的反函数的定义域与值域的互逆关系，通过求反函数的定义域，得到原函数的值域。

【例1】求函数
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【解析】由
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【例2】求函数
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【解析】由原函数式可得：[image: image223.png]


则其反函数为：[image: image224.png]4-6y
Sx-13




，其定义域为：[image: image225.png]



故所求函数的值域为：
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【例3】 求函数
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解答：先证明
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所以
[image: image232.wmf]y

为减函数，存在反函数。可以求得其反函数为：
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【例4】 求函数
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【解法1】-1≤x≤1   a-b≤a-bx≤a+b   
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【解法2】（反函数法）：
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判别式法：把函数转化成关于
[image: image243.wmf]x

的二次方程
[image: image244.wmf](,)0
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；通过方程有实数根，判别式
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，从而求得原函数的值域，形如
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[image: image247.wmf]1
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不同时为零）的函数的值域，常用此方法求解。（解析式中含有分式和根式。）

 【例1】求函数
[image: image249.wmf]2
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的值域。
【解析】原函数化为关于x的一元二次方程[image: image250.png](y-Dx+(y-x =0



,由于x取一切实数，故有
（1）当[image: image251.png]


时，[image: image252.png]xeR



   [image: image253.png]1D -4y -Diy-1D=z0




    解得：[image: image254.png]n
in
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（2）当y=1时，[image: image255.png]


，而[image: image256.png]13
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故函数的值域为[image: image257.png]



【例2】求函数
[image: image258.wmf](2)
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的值域。
【解析】两边平方整理得：[image: image259.png]2 - Ay+ Dx+yi =0



（1）
∵[image: image260.png]xeR



  ∴[image: image261.png]A=4(y+ 1P -8y=z0



    解得：[image: image262.png]—fZzys1ef2




但此时的函数的定义域由[image: image263.png]x(2-x)20



，得[image: image264.png]



由[image: image265.png]


，仅保证关于x的方程：[image: image266.png]2 - Ay+ Dx+yi =0



在实数集R有实根，而不能确保其实根在区间[0，2]上，即不能确保方程（1）有实根，由 [image: image267.png]


求出的范围可能比y的实际范围大，故不能确定此函数的值域为[image: image268.png]—fZzys1ef2



。
可以采取如下方法进一步确定原函数的值域。
∵[image: image269.png]


   [image: image270.png]y=x+52-020




[image: image271.png]Vi = 0,7 =142



代入方程（1）  解得：[image: image272.png]



即当[image: image273.png]g o 2r2-202




时，   原函数的值域为：[image: image274.png][0.1+~2]




注：由判别式法来判断函数的值域时，若原函数的定义域不是实数集时，应综合函数的定义域，将扩大的部分剔除。
 解法二：
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原函数的值域为：[image: image280.png][0.1+~2]




【例3】 已知函数
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image284.wmf]22
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的值域为[1，3]，故上式不等式的解集为{y|1≤y≤3}
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【例4】求函数
[image: image288.wmf]2

2

1

2

+

+

+

=

x

x

x

y

的值域。
【解法1】先将此函数化成隐函数的形式得：
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的一元二次方程，原函数有定义，等价于此方程有解，即方程(1)的判别式
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故原函数的值域为：
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【解法2】当x≠-1时   
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由于　　　当x+1<　0时，
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当x+1＞　0时，
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考虑到x=-1时y=0    故原函数的值域为：
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【例5】已知函数
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由于
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的值域为[－1，4]，故不等式 eq \o\ac(○,1)的解集为{y|－1≤y≤4}
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【例6】求函数
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【解析】
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 eq \o\ac(○,1)y=0得x=-2,从而y=0是值域中的一个点；
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 eq \o\ac(○,2)得函数的值域为R.
六、换元法：运用代数代换，奖所给函数化成值域容易确定的另一函数，从而求得原函数的值域，形如
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对于解析式中含有根式或者函数解析式较复杂的这类函数，可以考虑通过换元的方法将原函数转化为简单的熟悉的基本函数。当根式里是一次式时，用代数换元；当根式里是二次式时，用三角换元。

【例1】求函数
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【例4】求函数[image: image350.wmf]2

)

1

x

(

1

2

x

y

+

-

+

+

=

的值域。
【解析】因[image: image351.wmf]0

)

1

x

(

1

2

³

+

-

  即[image: image352.wmf]1

)

1

x

(

2

£

+

   故可令[image: image353.wmf]]

,

0

[

,

cos

1

x

p

Î

b

b

=

+


∴[image: image354.wmf]1

cos

sin

cos

1

1

cos

y

2

+

b

+

b

=

b

-

+

+

b

=


[image: image355.wmf]1

)

4

sin(

2

+

p

+

b

=


∵[image: image356.wmf]p

£

p

+

b

£

p

£

b

£

4

5

4

0

,

0


[image: image357.wmf]2

1

1

)

4

sin(

2

0

1

)

4

sin(

2

2

+

£

+

p

+

b

£

\

£

p

+

b

£

-

\


故所求函数的值域为[image: image358.wmf]]
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【例5】求函数[image: image359.wmf]1
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【解析】原函数可变形为：[image: image360.wmf]2
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【例6】求函数[image: image370.wmf])
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【例8】求函数
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【解析】令
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【例9】求函数
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【解析】令
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所以值域为
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【例10】．求函数
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【解析】由
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七、函数有界性法：直接求函数的值域困难时，可以利用已学过函数的有界性，反客为主来确定函数的值域。
 【例1】  求函数
[image: image424.wmf]2
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的值域。
【解析】由函数的解析式可以知道，函数的定义域为
[image: image425.wmf]R

，对函数进行变形可得
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【例2】求函数[image: image435.wmf]1
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【解析】由原函数式可得：[image: image436.wmf]1
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【例3】求函数[image: image441.wmf]3
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【解析】由原函数式可得：[image: image442.wmf]y
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 【例4】  
[image: image450.wmf]x

x

y

cos

2

4

sin

3

-

-

=


【解法1】
[image: image451.wmf]2
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解得
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　　即函数值域为：
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【解法2】y看作是两点(4,3)和(2cos x,sin x)连线的斜率．即过点(4,3)且与椭圆有交点的直线，其斜率取值范围就是
[image: image455.wmf]x
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得
[image: image457.wmf]0

)

8

24

16

(

4

)

4

3

(

8

)

1

4

(

2

2

2

=

+

-

+

-

+

+

k

k

kx

k

x

k

，由Δ＝0得答案．

【例5】 已知a>0，x1,x2是方程ax2+bx-a2=0的二个实根，并且|x1|+|x2|=2,求 a的取值范围以及b的最大值 。
【解析】由韦达定理知：x1x2=-a<0,故两根必一正一负，
｜x1|+|x2|=2

从而|x1-x2|=2    
由韦达定理知：4=|x1-x2|2=(b2+4a3)/a2
从而4a2-4a3=b2≥0
即4a2(1-a) ≥ 0
即a≤1,注意到a>0，从而a的取值范围是0< a≤1
从而　
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即b的最大值为
[image: image459.wmf]9
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，当且仅当a=2/3时“＝”成立。
八、函数的单调性法：确定函数在定义域（或某个定义域的子集）上的单调性，求出函数的值域。
【例1】求函数
[image: image460.wmf]12
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【解析】∵当
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【例2】求函数
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【解析】任取
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于是：函数
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构造相关函数，利用函数的单调性求值域。

【例4】求函数
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【解析】因为
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【例5】求函数
[image: image502.wmf]368
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【解析】此题可以看作
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[image: image508.wmf]x

x

y

-

-

+

=

8

6

3

也是单调递增函数。而此函数的定义域为
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取得最小值
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故而原函数的值域为
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图像法（数型结合法）：函数图像是掌握函数的重要手段，利用数形结合的方法，根据函数图像求得函数值域，是一种求值域的重要方法。当函数解析式具有某种明显的几何意义（如两点间距离，直线的斜率、截距等）或当一个函数的图象易于作出时，借助几何图形的直观性可求出其值域。
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【例1】求函数
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【解析】∵
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由图像知：函数
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【例2】求函数[image: image523.wmf]2
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【解析】原函数可化简得：[image: image525.wmf]|
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上式可以看成数轴上点P（x）到定点A（2），[image: image526.wmf])
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当点P在线段AB的延长线或反向延长线上时，[image: image528.wmf]10
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故所求函数的值域为：[image: image529.wmf]]
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【解析】原函数可变形为：
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上式可看成x轴上的点[image: image532.wmf])
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[image: image536.png]



 
基本不等式法：利用基本不等式[image: image537.png]a+b=24ab,a+ b+ oz Fab
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，求函数的最值，其题型特征解析式是和式时要求积为定值，解析式是积时要求和为定值，不过有时需要用到拆项、添项和两边平方等技巧。
【例1】求下列函数的值域：(1) 
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【解析】(1)若x>0时，则
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(2) 解法一：
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解法二：令
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【解析】
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【例3】求函数
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【解析】
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当且仅当
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【例4】求y=
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【解析】y>0,y2=(sec x+4csc x)2= sec2 x+16csc2 x+ 8sec xcsc x

=(tan2x+1)+16(cot2x+1)+8
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当且仅当
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【例5】若函数y=f(X)的值域为
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解析：f(x)>0, 
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在区间[1,3]上的值域为[g(1),g(3)]=[2,10/3].综合知F(x)的值域为
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【例6】求函数
[image: image591.wmf]2
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的值域。
【解析】令[image: image592.png]


，则[image: image593.png]



（1）当[image: image594.png]t>0



时，[image: image595.png]


，当且仅当t=1，即[image: image596.png]


时取等号，所以[image: image597.png]ney

<L




（2）当t=0时，y=0。
综上所述，函数的值域为：[image: image598.png]


  注：先换元，后用不等式法
利用向量不等式 

性质1 若[image: image599.png]v q) b=(m, n)




，则

[image: image600.png]la-b|dal |52 prtan|<fp +a7 m® +n®




当且仅当[image: image601.png]


时等式成立

性质2 [image: image602.png]—|b||datd|dal+|b]|



，当且仅当a，[image: image603.png]


同向平行时右边等式成立，a，[image: image604.png]


反向平行时左边等式成立。

性质3 [image: image605.png]|ay+a, +4 +a, | a |[+]ay [+4 +|




，当且仅当[image: image606.png]ay aph s a,



方向相同且两两平行时等式成立。

类型（1）[image: image607.png]pda—x+gfx-b



型（[image: image608.png]axb, p, q



同号）

【例1】 求函数
[image: image609.wmf]5110

yxx

=-+-

的最大值。

【解析】构造向量[image: image610.png]S D b=(fx-1 fl0-x)





由性质1，得[image: image611.png]Sifr—1++10-x




[image: image612.png]=3+ 1 fr-1410- 1
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当且仅当[image: image613.png]50—z =~fx—1



，即[image: image614.png]251
x=2=
26



时，[image: image615.png]



解2：显然1≤x≤10,
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即
类型（2）[image: image622.png](px+r)+gax® +bxte



型[image: image623.png](8% —4ac » 0)




【例2】 求函数
[image: image624.wmf]2
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的最大值。

【解析】原函数可变为

[image: image625.png]y:73+%><3x+«1079x2




取[image: image626.png]/(x):%x;ﬁ«w—g#



且

[image: image627.png](G0 +W10-9x7) =10




构造向量[image: image628.png]:(%, 0, b=(3x +10-9x%)





由性质1，得
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从而[image: image630.png]10
=34
v 3




当且仅当[image: image631.png]


，即[image: image632.png]


时，[image: image633.png]o =3




类型（3）[image: image634.png]lax® + px+ g tofax® +mx+n



型（[image: image635.png]


）

【例3】求函数
[image: image636.wmf]22
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的最小值。

【解析】构造向量[image: image637.png]



由性质2，得[image: image638.png]37+ (2+37 = 34
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当且仅当a与b同向平行时等式成立

所以[image: image639.png]


（此时[image: image640.png]


）

类型（4）其它类型

【例4】 设x1（i＝1，2，……，2003）为正实数，且
[image: image641.wmf]112015
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的最小值。

【解析】构造向量
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由性质3，得
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【例5】 已知[image: image646.png]b oo
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的最小值。

【解析】构造向量
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由性质3，得
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当且仅当a=b=c=1/2时“＝”成立。

所以[image: image651.png]



十二、一一映射法

原理：因为[image: image652.wmf])
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在定义域上x与y是一一对应的。故两个变量中，若知道一个变量范围，就可以求另一个变量范围。
  【例1】求函数[image: image653.wmf]1

x

2

x

3

1

y

+

-

=

的值域。
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  十三、多种方法综合运用
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（2）当t=0时，y=0。
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注：先换元，后用不等式法
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注：此题先用换元法，后用配方法，然后再运用[image: image683.wmf]b

sin

的有界性。
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