专题二   圆锥曲线中的定点问题
山东省泰安第一中学    刘海松     


一、复习目标
能熟练选取恰当方法解决定点、定值问题，
提升直观想象、逻辑推理及数学运算等核心素养.
二、考情分析
定点问题一直是圆锥曲线中的热点问题，高考主要考查直线过定点问题，
有时也会涉及圆过定点问题．本部分主要以解答题形式考查，往往是试卷的压轴题之一，
一般以椭圆或抛物线为背景，考查定点问题或探索性问题，试题难度较大．
三、重点：证明直线或曲线过定点的方法
难点：结合图形寻找定点的解题思路及化简推理的过程

四、小题引入









1.已知抛物线：，设直线与抛物线交于、两点，若（为坐标原点）．则直线过定点(    )．




A．	         B．	      C．	      D．
【解析】




设直线的方程为，，，






由消去得，则，．



因为，所以，即．





化简得．由得，所以直线的方程为，


所以直线经过定点．故选:C






变式：已知直线与抛物线相交于两点且满足(为原点)，求证:直线恒过定点，并求出该定点.










证明：法1：先猜后证


根据对称发现直线所过的定点一定在轴上，



再找一特殊位置，即当轴时，此时设点，则




猜出直线所过的定点为.









我们也可以根据此时直线的方程发现第一项象限内点的横纵坐标相等，设为（）代入抛物线方程中得，从而得到直线所过的定点为.


既然猜出了此定点，要证明直线过该定点，只需证明                     。


三点共线.设点，









因为直线斜率一定存在，所以设直线，联立





又，以替换点中的，得到点，







法2:由于直线斜率为0的时候，直线仅与抛物线有一个交点，不符合题意，因此巧设直线为

设

联立






直线恒过定点







2.已知点在抛物线上且位于轴的两侧，（其中为坐标原点），则直线一定过点（    ）



A．	B．	C．	D．





















【详解】当直线的斜率为0时，直线与抛物线只有1个交点，不符合题意，所以直线的斜率不为0，设其方程为，因为点在抛物线上，所以设，所以，解得或．又因为两点位于轴的两侧，所以．联立得，所以，即，所以直线的方程为，所以直线一定过点．故选A


3.对于任意实数，方程所表示的曲线恒过定点（    ）




A. 	            B. 
C.         	    D.       



法一：找两个特殊圆联立解出定点：和时，两个圆的方程联立

法二：曲线



分参可化为
解方程组可得恒过定点．故选B．




4.已知点是直线上的动点，过点作椭圆的两条切线，



切点分别是，当点运动时，切点弦所在的直线过定点，则这个定点为         .

结论：



(1)过圆外一点所引的两条切线的切点弦方程为



(2)过椭圆外一点所引的两条切线的切点弦方程为.



(3)过双曲线外一点所引的两条切线的切点弦方程为.



(4)过抛物线外一点所引的两条切线的切点弦方程为



法一：取直线上的两个特殊点，比如，，过这两个点的切点弦直线分别是




和，联立即可求得直线所过的定点


法二：设点，则切点弦所在的直线方程为，

分参化简为



所以切点弦所在的直线过定点





5.已知椭圆，过点且斜率为的动直线交椭圆于A，B两点，

则以为直径的圆恒过定点，这个定点为         .



解析：设直线，代入，有.


设，则，




由对称性可知，定点一定在轴上，故设为，，，


由题意知，对任意实数都有恒成立，


 



恒成立，


即对恒成立.



，解得， 定点为




在轴上存在定点,使以为直径的圆恒过这个定点.
五、方法总结
证明曲线过定点，一般有两种方法.
[bookmark: _GoBack](1)特殊到一般法，根据动点、动线的对称性，结合其特殊位置或极限位置探索出定点，再证明该定点与变量无关，属于“先猜再证”；如果是直线过定点，先猜出定点再证三点共线；如果是圆过定点，先猜出定点再证数量积等于0.






(2)引进参数法：引进动点的坐标或动线中系数（）为参数表示变化量，通过分离参数找到定点，若分离参数得到等式（一般地，为关于的二元一次关系式）由上述原理可得方程组从而求得该定点.




若分离参数得到等式，（一般地，为关于的二元一次关系式）由上述原理可得方程组，从而求得该定点.







特别地，求解动直线过定点问题，斜率存在时一般可先设出直线的斜截式方程：，这时引入了两个变量，然后利用题中等量关系解出的关系，若，代入得，则该直线过定点.
六、常见过定点的模型

1.切点弦恒过定点模型：过已知直线上的动点作已知圆锥曲线的两条切线，则过两切点的直线必过定点.记作：“直线动点，切弦定点”.



2.过圆锥曲线(不包括等轴双曲线)上的一个定点任作两条互相垂直的弦，则直线必过定点，记作：“直周之角，斜过定点”．
3.在圆锥曲线中，相互垂直的两条弦的中点连线必过定点 记作：“正交中点，连线定点”.











4.过在轴上的点作直线与圆锥曲线交于不同的两点，点关于轴的对称点（点与不重合），则直线必过定点，且这个定点在轴上.





5.一般地，是圆锥曲线上两动点，点为该圆锥曲线上的一个定点，的倾斜角分别为，则以下条件均可推出直线过定点： 


①（非零常数）；       ②（非零常数）；


③为定值；     ④为常数．








6. 过圆锥曲线外一点，任作一直线交圆锥曲线于两点，过点作斜率为定值(是直线与圆锥曲线交点处的切线斜率)的直线交椭圆于另一点，则弦必过定点.   
记作：“斜率定值，弦过定点”.




7.已知点为圆锥曲线上一点，若该圆锥曲线在点处的切线交准线于点，则以线段为直径的圆恒过与该准线对应的焦点． 








8.已知曲线的左顶点为，过右焦点的直线交曲线于点，直线分别交右准线于点，则以为直径的圆必过． 
六、例题讲解


例题1（2020·新高考Ⅰ卷·22·）已知椭圆C：的离心率为，且过点A（2，1）．

（1）求的方程：






（2）点在C上，且，，为垂足．证明：存在定点，使得为定值．


【分析】设出点M，N的坐标，在斜率存在时设方程为, 联立直线方程与椭圆方程，根据已知条件，已得到m,k的关系，进而得直线MN恒过定点，在直线斜率不存在时要单独验证，然后结合直角三角形的性质即可确定满足题意的点Q的位置.


解析：(1)由题意可得：，


解得：，故椭圆方程为：.                                                       






[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！](2)法1：设点，

当直线MN的斜率存在时，设方程为,如图1.


代入椭圆方程消去并整理得：,

    ②,

因为AM⊥AN，∴，

即,①


根据,代入①整理可得：         

将②代入，，

整理化简得,



∵不在直线上，∴，

∴，

于是MN的方程为，

所以直线过定点直线过定点.

[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]②当直线MN的斜率不存在时，可得,如图2.


代入得,


结合,解得,

此时直线MN过点,
  
由于AE为定值，且△ADE为直角三角形，AE为斜边，


所以AE中点Q满足为定值（AE长度的一半）.




由于，故由中点坐标公式可得.

故存在点，使得|DQ|为定值.


法2：猜出定点后，只需证明三点共线

当直线斜率存在且不为零时，

设直线

然后联立







用替换，得到点

，



显然


，三点共线，


当直线中一条斜率为零，一条斜率不存在时，比如当直线斜率为0，





直线斜率不存在时，点，，，三点仍然共线，符合题意.


,   以下同法法一

法3：平移椭圆法：



联立

[image: ]








，代入中，得恒过定点，



然后将此定点向右平移2个单位，在向上平移一个单位得到变换前直线所恒过的定点，以下同法一



另外还有一种计算更简单的一种方法，转化为齐次式，这时候应该将不过原点的直线设为联立平移后的椭圆得





两边同时除以，得（*）




当时，此时直线的斜率是上面关于的方程的两个根，








当时，或，比如当时，，此时，


直线，显然也过点.以下同上
例题2（2020·新课标Ⅰ卷·理·20·★★★★★）6
3
O
G
A
B
P
C
D




已知A、B分别为椭圆的左、右顶点，G为E的上顶点，.P为直线上的动点，PA与E的另一交点为C，PB与E的另一交点为D.
（1）求E的方程；
（2）证明：直线CD过定点.















【解析】法一：（1）由题意，，，，故，，




所以，解得：或（舍去），故E的方程为.





（2）解法1：由（1）知，，设，，，





当时，直线PA的方程为，代入消去化简得：





解得：或，所以，故，从而，





直线的方程为，代入消去化简得：





解得：或，所以，从而，故，





，，，即，故，

所以T、C、D三点共线，从而直线CD过定点

当时，易得C、D分别与B、A重合，所以直线CD即为x轴，显然直线CD也过点T,

综上所述，直线CD过定点 






解法2：连接，由（1）知，，设，，



当时，由图可知点C不与点B重合，因为，所以，

故CA、CB的斜率之积为①，



又PA的斜率，PB的斜率，所以，

代入式①化简得：BC、BD的斜率之积



显然CD不与轴平行，否则AC与BD的交点在轴上，故可直线CD的方程为，



联立消去整理得：，

判别式



所以，由韦达定理，，


所以，


，故



即，整理得：，解得：或3，




若，则C、D中有一个点与B重合，不合题意，所以，满足，即直线CD过定点，



当时，易得C、D分别与B、A重合，所以直线CD即为轴，也过点

综上所述，直线CD过定点.
法3：本质同法1：（1）依据题意作出如下图象：
[image: ]




由椭圆方程可得：， ，



，




，


椭圆方程为：
（2）[方法一]：设而求点法

证明：设，



则直线的方程为：，即：


联立直线的方程与椭圆方程可得：，整理得：



，解得：或



将代入直线可得：


所以点的坐标为.


同理可得：点的坐标为

当时，



直线的方程为：，

整理可得：

整理得：


所以直线过定点．




当时，直线：，直线过点．

故直线CD过定点．
法:4：二次曲线系法




 设，则直线的方程为，即．


同理，可求直线的方程为．



则经过直线和直线的方程可写为．

可化为．④

易知A，B，C，D四个点满足上述方程，同时A，B，C，D又在椭圆上，则有，

代入④式可得．



故，可得或．




其中表示直线，则表示直线．




令，得，即直线恒过点．
七、真题演练

（2022·全国乙（文）T）21. 已知椭圆E的中心为坐标原点，对称轴为x轴、y轴，且过两点．
（1）求E的方程；


（2）设过点的直线交E于M，N两点，过M且平行于x轴的直线与线段AB交于点T，点H满足．证明：直线HN过定点．


解：（1）设椭圆E的方程为，过，




则，解得，，所以椭圆E的方程为：.


（2），所以，



①若过点的直线斜率不存在，直线.代入，



可得，，代入AB方程，可得



，由得到.求得HN方程：


，过点.


②若过点的直线斜率存在，设.


联立得，



可得，，且


联立可得

可求得此时，


将，代入整理得，


将代入，得
显然成立，

综上，可得直线HN过定点
八、小结
1.本节课重点讲评了证明直线恒过定点的方法
①先猜后证：从特殊入手，求出定值，再证明这个值与变量无关；
②引入参数分参法：引进动点的坐标(x0,y0)或动线中系数（k,t）为参数表示变化量，
    通过分离参数找到定点；
③平移椭圆或利用两条动直线构造二次曲线系.
2.注重细节的处理
①设直线方程时，讨论动直线斜率是否存在；
②利用特殊位置和极限思想迅速猜出定点；
③巧设方程或动点，把握计算技巧，提升化简计算的速度和准度.
九、作业


1.【2019年高考北京卷理数】已知抛物线经过点．

（1）求抛物线的方程及其准线方程；










（2）设为原点，过抛物线的焦点作斜率不为0的直线交抛物线于两点，直线分别交直线于点．求证：以为直径的圆经过轴上的两个定点．



【解析】（1）由抛物线经过点，得.



所以抛物线的方程为，其准线方程为.



（2）抛物线的焦点为.


设直线的方程为.


由得.


设，则.


直线的方程为.


令，得点A的横坐标.

同理得点B的横坐标.


设点，则，




.




令，即，则或.


综上，以AB为直径的圆经过y轴上的定点和.






2.（2017全国新课标.理科.）已知椭圆，4点，，，中恰有3点在椭圆C上.
（1）求C的方程；





（2）设直线l不经过点且与C相交于A、B两点．若直线与直线的斜率的和为，证明：过定点.






【解析】（1）由题意，和关于y轴对称，所以它们都在椭圆C上或都不在椭圆C上，而所给四点恰有3点在椭圆C上，所以和必定都在椭圆C上，从而不在椭圆C上，







故在椭圆C上的三个点是、、，所以，，故，椭圆C的方程为.


（2）解法1：显然直线l不与y轴垂直，否则直线与直线的的斜率的和为0,




故可设l的方程为，设，，


联立消去x整理得：，


判别式，所以①，


由韦达定理，，，

所以，
从而


，





所以，代入①得：，又，所以，从而


故直线l的方程为，所以直线l过定点.




解法2：当直线轴时，设，则，所以  


因为，所以，不合题意，



当直线l不与x轴垂直时，设其方程为，设，


联立，消去y整理得：


判别式，所以①，


由韦达定理，，，

故

，





所以，代入①得：，又，所以，从而


故直线l的方程为，所以直线l过定点.
解法3：（1）根据椭圆对称性可得，P1（1,1）P4（1，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]）不可能同时在椭圆上，P3（–1，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]），P4（1，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]）一定同时在椭圆上，因此可得椭圆经过P2（0,1），P3（–1，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]），P4（1，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]），代入椭圆方程可得：[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，故而可得椭圆的标准方程为：[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]。
（2）由题意可得直线P2A与直线P2B的斜率一定存在，不妨设直线P2A为：[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。],P2B为：[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。].联立[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，假设[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]此时可得：
[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，此时可求得直线的斜率为：
[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，化简可得[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，此时满足[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]。
当[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]时，AB两点重合，不合题意。
当[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]时，直线方程为：[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，即[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，当[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]时，[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]，因此直线恒过定点[image: 高考资源网(ks5u.com),中国最大的高考网站,您身边的高考专家。]。
















3．已知椭圆的离心率为，椭圆上的点到右焦点的最近距离为，若椭圆与轴交于两点，是椭圆上异于的任意一点，直线交直线于点，直线交直线于点．

（1）求椭圆的方程；


（2）试探求以为直径的圆是否恒经过轴上的定点？若经过，求出定点的坐标；若不经过，请说明理由．




解析：（1）由题意得： ，


椭圆的方程为：











（2）记直线、的斜率分别为、，设的坐标分别为，，，所以， .




因为在椭圆上，所以，所以，，




设， ，则，，


所以，又.

.



因为的中点为，，


所以，以为直径的圆的方程为：.


令，得，

所以

将两点代入检验恒成立.



所以，以为直径的圆恒过轴上的定点


4.已知椭圆C：的右顶点是M（2，0），离心率为．
(1)求椭圆C的标准方程．
[image: ](2)过点T（4，0）作直线l与椭圆C交于不同的两点A，B，点B关于x轴的对称点为D，问直线AD是否过定点？若是，求出该定点的坐标；若不是，请说明理由．

【解析】


（1）由右顶点是M（2，0），得a＝2，又离心率，所以，


所以，所以椭圆C的标准方程为．


（2）设，，显然直线l的斜率存在．



直线l的方程为，联立方程组



消去y得，由，得，


所以，．


因为点，所以直线AD的方程为．

又，

所以直线AD的方程可化为，

即，
所以直线AD恒过点（1，0）．



（方法二）设，，直线l的方程为，


联立方程组消去x得，





由，得或，所以，．


因为点，则直线AD的方程为．

又，

所以直线AD的方程可化为

，
此时直线AD恒过点（1,0），
当直线l的斜率为0时，直线l的方程为y＝0，也过点（1，0）．
综上，直线AD恒过点（1，0）．
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