
第六章 平面向量及其应用



平面向量中的范围、最值问题是热点问题，也是难点问题，此类问题综

合性强，体现了知识的交汇组合，其基本题型是根据已知条件求某个变

量的范围、最值，比如向量的模、数量积、向量的夹角、参数的范围等

等，解题思路是建立目标函数的函数解析式，转化为求函数的最值，同

时向量兼顾“数”与“形”的双重身份，所以解决平面向量的范围、最

值问题的另外一种思路是数形结合.



课时对点练

一、向量线性运算中的最值与范围问题

二、向量数量积的最值与范围问题

三、向量模的最值问题

四、向量夹角的最值问题

内容索引



向量线性运算中的最值与范围问题
一



例1 如图，在直角梯形 ABCD 中，AB∥CD，∠DAB＝90°，AD＝AB＝4，

CD＝1，动点 P 在边 BC 上，且满足AP
→

＝mAB
→

＋nAD
→

(m，n 均为正实数)，

求
1

m
＋

1

n
的最小值. 



由题意得AD
→

＝AC
→

＋CD
→

＝AC
→

－
1

4
AB
→

， 

所以AP
→

＝mAB
→

＋nAD
→
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4
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m－
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4
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， 

由P，B，C三点共线得，
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1

4
n＋n＝m＋

3

4
n＝1(m，n>0)， 



所以
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m
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n
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＋
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＋

3n

4m
＋
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＝
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(当且仅当 3n2＝4m2，即 







 
m＝4－2 3，

n＝－4＋
8 3

3

 时取等号)，则
1

m
＋

1

n
的最小值为

7＋4 3

4
. 



利用向量的概念及基本运算，将所求问题转化为相应的等式关

系，然后用基本不等式求最值.

反思感悟



跟踪训练1 如图所示，A，B，C 是圆 O 上的三点，CO 的延长线与 BA 的延长

线交于圆 O 外一点 D.若OC
→

＝mOA
→

＋nOB
→

，则 m＋n 的取值范围是______. (－1,0)



由点D是圆O外一点，

可设BD
→

＝λBA
→

(λ>1)， 

则OD
→

＝OB
→

＋λBA
→

＝λOA
→

＋(1－λ)OB
→

. 

又因为 C，O，D 三点共线，令OD
→

＝－μOC
→

(μ>1)， 

则OC
→

＝－
λ

μ
OA
→

－
1－λ

μ
OB
→

(λ>1，μ>1)， 

所以 m＝－
λ

μ
，n＝－

1－λ

μ
，则 m＋n＝－

λ

μ
－

1－λ

μ
＝－

1

μ
∈(－1,0). 



向量数量积的最值与范围问题
二



例2 在边长为 1 的正方形 ABCD 中，M 为边 BC 的中点，点 E 在线段 AB

上运动，则EC
→

·EM
→

的取值范围是 

A.








1

2
，2             B.











0，
3

2
 

C.








1

2
，

3

2
              D.[0,1] √



将正方形放入如图所示的平面直角坐标系中，设E(x,0)，0≤x≤1.

则 M










1，
1

2
，C(1,1)， 

所以EM
→

＝










1－x，
1

2
，EC

→
＝(1－x,1)， 

所以EC
→

·EM
→

＝(1－x,1)·










1－x，
1

2
＝(1－x)2＋

1

2
. 

因为 0≤x≤1，所以
1

2
≤(1－x)2＋

1

2
≤

3

2
， 

即EC
→

·EM
→

的取值范围是








1

2
，

3

2
. 



建立适当的坐标系，将平面向量数量积的运算坐标化，然后利

用二次函数、基本不等式等求最值或范围.

反思感悟



跟踪训练2 在等腰梯形 ABCD 中，已知 AB∥DC，AB＝2，BC＝1，∠ABC＝

60°.动点 E 和 F 分别在线段 BC 和 DC 上，且BE
→

＝λBC
→

，DF
→

＝
1

9λ
DC
→

，则 

 AE
→

·AF
→

的最小值为________. 

29

18
 



根据题意，可知 DC＝1，AE
→

·AF
→

＝(AB
→

＋BE
→

)·(AD
→

＋DF
→

)＝(AB
→

＋

λBC
→

)·
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＋
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→
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→

＋
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→

＋
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9
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→
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→

＝1＋
2
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＋
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2
－

1

18
≥1＋2

1

9
－

1

18
＝

29

18
，当且仅当 λ＝

2

3
时，等号成立. 



向量模的最值问题
三



例3 向量 a，b 满足|a|＝1，a 与 b 的夹角为
π

3
，则|a－b|的最小值为_____. 

3

2
 

|a－b|2＝(a－b)2＝a2－2a·b＋b2

＝1－2×1×|b|cos 
π

3
＋|b|2 

＝|b|2－|b|＋1＝










|b|－
1

2
2＋

3

4
≥

3

4
， 

所以|a－b|≥
3

2
，当|b|＝

1

2
时取得最小值

3

2
. 



反思感悟

求向量模的最值(或范围)的方法

利用平面向量数量积的概念和性质，建构关于模长的函数模型，

利用三角函数或二次函数求解模长的最值(或范围).



跟踪训练3 已知|a＋b|＝2，向量a，b的夹角为 ，则|a|＋|b|的最大值为_____.
4 3

3
 

π

3
 

将|a＋b|＝2两边平方并化简得(|a|＋|b|)2－|a||b|＝4，

由基本不等式得|a||b|≤








|a|＋|b|

2
2＝

(|a|＋|b|)2

4
， 

故
3

4
(|a|＋|b|)2≤4，即(|a|＋|b|)2≤

16

3
，即|a|＋|b|≤

4 3

3
， 

当且仅当|a|＝|b|＝
2 3

3
时，等号成立，所以|a|＋|b|的最大值为

4 3

3
. 



向量夹角的最值问题
四



例4 已知|a|＝1，向量b满足2|b－a|＝b·a，设a与b的夹角为θ，则cos θ的

最小值为_____.

2 5

5
 



∵|a|＝1，∴设a＝(1,0)，b＝(x，y)，

∴b－a＝(x－1，y)，

由 2|b－a|＝b·a 得，2 (x－1)2＋y2＝x，则 x>0， 

∴4(x－1)2＋4y2＝x2，

∴y2＝－
3

4
x2＋2x－1， 

∴cos θ＝
a·b

|a||b|
＝

x

x2＋y2＝
x

x2－
3

4
x2＋2x－1

＝
x

1

4
x2＋2x－1

 



＝
1

－








1

x
2＋

2

x
＋

1

4

＝
1

－








1

x
－1 2＋

5

4

， 

∴当
1

x
＝1 即 x＝1 时，cos θ取最小值

2 5

5
. 



反思感悟

将向量夹角的大小问题转化为夹角余弦值的大小问题，利用函

数求最值或范围.



跟踪训练4 已知向量 a，b 满足 a＝(t,2 2－t)，|b|＝1，且(a－b)⊥b，则 a，b

的夹角的最小值为 

A.
π

6
       B.

π

4
       C.

π

3
       D.

π

2
 √



因为(a－b)⊥b，所以(a－b)·b＝0，即a·b＝b2，

cos〈a，b〉＝
a·b

|a||b|
＝

|b|2

|a||b|
＝

|b|

|a|
＝

1

|a|
 

＝
1

2t2－4 2t＋8
， 

又因为 2t2－4 2t＋8＝2[(t－ 2)2＋2]≥2[( 2－ 2)2＋2]＝4， 

所以 0<cos〈a，b〉≤
1

2
， 

所以 a，b 的夹角的最小值为
π

3
. 



课时对点练



A.3 B.4 C.5 D.9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.如图，在△ABC 中，点 D 是线段 BC 上的动点，且AD
→

＝xAB
→

＋yAC
→

，则 

 

1

x
＋

4

y
的最小值为 

√



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

由图可知x，y均为正，且x＋y＝1，

所以
1

x
＋

4

y
＝









1

x
＋

4

y
(x＋y)＝5＋

y

x
＋

4x

y
 

≥5＋2
y

x
·
4x

y
＝9，当且仅当

y

x
＝

4x

y
， 

即 x＝
1

3
，y＝

2

3
时等号成立， 

则
1

x
＋

4

y
的最小值为 9. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2.在△ABC 中，AB＝ 3，BC＝2，∠B＝150°，点 D 是 AC 边上的一点(包

括端点)，点 M 是 AC 的中点，则BM
→

·BD
→

的取值范围是 

A.










0，
1

2
              B.











0，
1

2
   

C.








1

2
，1                 D.[0,1] 

√



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

因为点M是AC的中点，

所以BM
→

＝
1

2
BA
→

＋
1

2
BC
→

， 

所以CD
→

＝λCA
→

，λ∈[0,1]， 

即BD
→

－BC
→

＝λBA
→

－λBC
→

，BD
→

＝λBA
→

＋(1－λ)BC
→

， 

因为点D是AC边上的一点(包括端点)，

则BM
→

·BD
→

＝








1

2
BA
→

＋
1

2
BC
→

·[λBA
→

＋(1－λ)BC
→

] 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

＝
1

2
λBA
→ 2＋

1

2
BA
→

·BC
→

＋
1

2
(1－λ)BC

→ 2. 

因为 AB＝ 3，BC＝2，∠B＝150°， 

所以BA
→ 2＝3，BA

→
·BC
→

＝－3，BC
→ 2＝4， 

所以BM
→

·BD
→

＝
1

2
－

1

2
λ. 

因为 0≤λ≤1，则 0≤
1

2
－

1

2
λ≤

1

2
. 

故BM
→

·BD
→

的取值范围是










0，
1

2
. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3.设 O(0,0)，A(1,0)，B(0,1)，点 P 是线段 AB 上的一个动点，AP
→

＝λAB
→

，

若OP
→

·AB
→

≥PA
→

·PB
→

，则实数 λ的取值范围是 

A.
1

2
≤λ≤1             B.1－

2

2
≤λ≤1 

C.
1

2
≤λ≤1＋

2

2
          D.1－

2

2
≤λ≤1＋

2

2
 

√



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∵AP
→

＝λAB
→

＝(－λ，λ)，OP
→

＝(1－λ)OA
→

＋λOB
→

＝(1－λ，λ)，OP
→

·AB
→

≥PA
→

·PB
→

， 

∴(1－λ，λ)·(－1,1)≥(λ，－λ)·(λ－1,1－λ)，

∴2λ2－4λ＋1≤0，解得 1－
2

2
≤λ≤1＋

2

2
， 

因为点P是线段AB上的一个动点，

所以 0≤λ≤1，即满足条件的实数 λ的取值范围是 1－
2

2
≤λ≤1. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4.设 0≤θ<2π，已知两个向量OP1
—→

＝(cos θ，sin θ)，OP2
—→

＝(2＋sin θ，2－

cos θ)，则向量 P1P2
——→

的长度的最大值是 

A. 2       B. 3       C.3 2       D.2 3 √

∵ P1P2
——→

＝OP2
—→

－OP1
—→

＝(2＋sin θ－cos θ，2－cos θ－sin θ)， 

∴| P1P2
——→

|＝ (2＋sin θ－cos θ)2＋(2－cos θ－sin θ)2＝ 10－8cos θ≤3 2. 

当 cos θ＝－1 时，| P1P2
——→

|有最大值 3 2. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5.如图，在△ABC 中，已知 AB＝2，AC＝3，∠BAC＝θ，点 D 为 BC 的三

等分点.则AD
→

·BC
→

的取值范围为 

A.










－
11

3
，

13

3
            B.









1

3
，

7

3
 

C.










－
5

3
，

7

3
             D.











－
5

3
，

55

3
 √



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∵AD
→

＝AB
→

＋BD
→

＝AB
→

＋
1

3
BC
→

 

＝AB
→

＋
1

3
(AC
→

－AB
→

)＝
2

3
AB
→

＋
1

3
AC
→

， 

∴AD
→

·BC
→

＝








2

3
AB
→

＋
1

3
AC
→

·(AC
→

－AB
→

) 

＝－
2

3
|AB
→

|2＋
1

3
|AC
→

|2＋
1

3
AB
→

·AC
→

 

＝－
2

3
×4＋

1

3
×9＋

1

3
×2×3cos θ＝2cos θ＋

1

3
. 

∵－1<cos θ<1，∴－
5

3
<2cos θ＋

1

3
<

7

3
. ∴AD

→
·BC
→

∈










－
5

3
，

7

3
. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6.如图，延长线段 AB 到点 C，使得AB
→

＝2BC
→

，点 D 在线段 BC 上运动，

点 O∉直线 AB，满足OD
→

＝λOA
→

＋μOB
→

，则 λμ的取值范围是 

A.










－
3

2
，0              B.











－2，
2

3
 

C.










－
3

4
，0              D.[－1,1] √



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

不妨设AB＝2BC＝2，BD＝x，x∈[0,1]，由平面向量三点共线可知，

OB
→

＝
2

2＋x
 OD
→

＋
x

2＋x
 OA
→

， 

∴OD
→

＝
2＋x

2
OB
→

－
x

2
OA
→

， 

∴λ＝－
x

2
，μ＝

2＋x

2
，x∈[0,1]， 

则 λμ＝－
(2＋x)x

4
＝－

1

4
(x2＋2x)＝－

1

4
(x＋1)2＋

1

4
，x∈[0,1]， 

∴λμ∈










－
3

4
，0 . 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7.已知△ABC 的三边长 AC＝3，BC＝4，AB＝5，P 为 AB 边上任意一点，

则CP
→

·(BA
→

－BC
→

)的最大值为________. 9



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∴AB
→

＝(4，－3)， 

根据题意，以C为坐标原点，CB，CA所在直线分别为x轴、y轴建立

平面直角坐标系，如图，

∴A(0,3)，B(4,0)，C(0,0)，

设AP
→

＝λAB
→

(λ∈[0,1])， 

则CP
→

＝CA
→

＋AP
→

＝CA
→

＋λAB
→

＝(0,3)＋(4λ，－3λ)＝(4λ，3－3λ)，λ∈[0,1]， 

∴CP
→

·(BA
→

－BC
→

)＝CP
→

·CA
→

 

＝(4λ，3－3λ)·(0,3)＝9－9λ∈[0,9]，

∴CP
→

·(BA
→

－BC
→

)的最大值为 9. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8.在△ABC 中，BC
→

·(AB
→

－4AC
→

)＝0，则 cos A 的最小值为_____. 

4

5
 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

在△ABC 中，BC
→

＝AC
→

－AB
→

， 

所以BC
→

·(AB
→

－4AC
→

) 

＝(AC
→

－AB
→

)·(AB
→

－4AC
→

) 

＝－4|AC
→

|2－|AB
→

|2＋5AB
→

·AC
→

 

＝－4|AC
→

|2－|AB
→

|2＋5|AB
→

||AC
→

|cos A＝0， 

在△ABC 中，设|AC
→

|＝b，|AB
→

|＝c， 

则有－4b2－c2＋5bccos A＝0，

所以 cos A＝
4b2＋c2

5bc
≥

2 4b2·c2

5bc
＝

4

5
，当且仅当 2b＝c 时，等号成立. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9.窗花是贴在窗纸或窗户玻璃上的剪纸，是中国古老的传统民间艺术之

一，每年新春佳节，我国许多地区的人们都有贴窗花的习俗，以此达到

装点环境、渲染气氛的目的，并寄托着辞旧迎新、接福纳祥的愿望.图1

是一张由卷曲纹和回纹构成的正六边形剪纸窗花，已知图2中正六边形

ABCDEF的边长为2，圆O的圆心为正六边形的中心，半径为1，若点P在

正六边形的边上运动，MN为圆的直径，则 的取值范围是______. PM
→

·PN
→

 
[2,3]



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

如图，取AF的中点Q，根据题意，△AOF是边长为2的正三角形，易

得|OQ|＝ ，3 

又PM
→

·PN
→

 

＝(PO
→

＋OM
→

)·(PO
→

＋ON
→

) 

＝|PO
→

|2＋PO
→

·ON
→

＋PO
→

·OM
→

＋OM
→

·ON
→

 

＝|PO
→

|2＋PO
→

·(ON
→

＋OM
→

)－1＝|PO
→

|2－1， 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

根据图形可知，

当点 P 位于正六边形各边的中点时，|PO|有最小值

为 3，此时|PO
→

|2－1＝2， 

所以 2≤PM
→

·PN
→

≤3. 

当点 P 位于正六边形的顶点时，|PO|有最大值为 2，

此时|PO
→

|2－1＝3， 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10.已知向量 a＝( 3，－1)，b＝








1

2
，

3

2
. 

(1)求与a平行的单位向量c；



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

设 c＝(x，y)，根据题意得




 
x2＋y2＝1，

3y＋x＝0.
 

解得







 
x＝

3

2
，

y＝－
1

2

或







 
x＝－

3

2
，

y＝
1

2
，

 

∴c＝








3

2
，－

1

2
或 c＝











－
3

2
，

1

2
. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(2)设x＝a＋(t2＋3)b，y＝－k·ta＋b，若存在t∈[0,2]，使得x⊥y成立，求k

的取值范围.



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∵a＝( 3，－1)，b＝








1

2
，

3

2
， 

∴a·b＝0.

∵x⊥y，∴x·y＝0，即－kt|a|2＋(t2＋3)|b|2＝0.

∵|a|＝2，|b|＝1，∴t2－4kt＋3＝0.

问题转化为关于t的二次方程t2－4kt＋3＝0在[0,2]内有解.

令f(t)＝t2－4kt＋3，

则当2k≤0，即k≤0时，∵f(0)＝3，



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

解得 k≤－
3

2
或 k≥

3

2
，∴

3

2
≤k≤1； 

∴方程t2－4kt＋3＝0在[0,2]内无解；

当0<2k≤2，即0<k≤1时，由Δ＝16k2－12≥0，

当2k>2，即k>1时，由f(2)≤0得4－8k＋3≤0，

解得 k≥
7

8
，∴k>1. 

综上，实数 k 的取值范围为








3

2
，＋∞ . 


