专题4 年高考数学转化与化归思想精练
一、选择题
1. (2021·浙江)已知a，b∈R，ab>0，函数f(x)＝ax2＋b(x∈R)，若f(s－t)，f(s)，f(s＋t)成等比数列，则平面上点(s，t)的轨迹是(　　)
A．直线和圆  B．直线和椭圆
C．直线和双曲线  D．直线和抛物线
2. 若a>b>0，且ab＝1，则下列不等式成立的是(　　)
A．a＋<<log2(a＋b)
B.<log2(a＋b)<a＋
C．a＋<log2(a＋b)<
D．log2(a＋b)<a＋<
3. 已知A，B是球O的球面上两点，∠AOB＝90°，C为该球面上的动点，若三棱锥O－ABC体积的最大值为36，则球O的表面积为(　　)
A．36π  B．64π  C．144π  D．256π
4. 设a，b∈R，函数f(x)＝若函数y＝f(x)－ax－b恰有3个零点，则(　　)
A．a<－1，b<0  	B．a<－1，b>0
C．a>－1，b<0  	D．a>－1，b>0
5. (2022·开封模拟)若关于x的不等式a·2|x|>2|x|＋1(x∈R)恒成立，则实数a的取值范围是(　　)
A．(1，＋∞)  	B．(2，＋∞)
C．[1，＋∞)  	D．[2，＋∞)
6. 已知函数f(x)＝x5＋ax3＋bx－8，且f(－2)＝10，那么f(2)等于(　　)
A．－26  B．－18  C．－10  D．10
7. 不等式t2－2at＋1≥sin x 对一切x∈[－π，π]及a∈[－1,1]恒成立，则t 的取值范围是(　　)
A．t≤－2 或t≥2
B．t≤2
C．t≥－2
D．t≤－2 或t≥2 或t＝0
8. (多选)(2022·汕头模拟)已知定义在R上的奇函数，满足f(2－x)＋f(x)＝0，当x∈(0,1]时，f(x)＝－log2x，若函数F(x)＝f(x)－tan πx在区间[－1，m]上有10个零点，则m的取值可以是(　　)
A．3.8  B．3.9  C．4  D．4.1
9. (2022·江门模拟)第24届北京冬季奥林匹克运动会的项目中有两大项是滑雪和滑冰，其中滑雪有6个分项，分别是高山滑雪、自由式滑雪、单板滑雪、跳台滑雪、越野滑雪和北欧两项，滑冰有3个分项，分别是短道速滑、速度滑冰和花样滑冰．甲和乙相约去观看比赛，他们约定每人观看两个分项，而且这两个分项要属于不同大项．若要求他们观看的分项最多只有一个相同，则不同的方案种数是(　　)
A．324  	B．306  
C．243  	D．162
10. 已知在正四棱柱ABCD－A1B1C1D1 中，AB＝2，CC1＝2，E 为CC1 的中点，则直线AC1 到平面BED 的距离为(　　)
A．2  B.  C.  D．1

二、填空题
11. 随机抽取9个同学中，至少有2个同学在同一月出生的概率是________．(默认每月天数相同，结果精确到0.001)
12. (2022·全国乙卷)若f(x)＝ln＋b是奇函数，则a＝______，b＝______.
13. 已知等差数列{an} 的公差d≠0，且a1，a3，a9 成等比数列，则 的值是________．
14. (2022·毕节模拟)已知在三棱锥P－ABC中，PC⊥平面ABC，∠PBC＝45°，PC＝AC＝2，AB＝2，这个三棱锥的外接球的表面积为________．
15. 已知函数f(x)＝3e|x|.若存在实数t∈[－1，＋∞)，使得对任意的x∈[1，m]，m∈Z且m>1，都有f(x＋t)≤3ex，则m的最大值为________．
16. 若对于任意t∈[1,2]，函数g(x)＝x3＋x2－2x 在区间(t,3)上总不为单调函数，则实数m的取值范围是________．

三、解答题
17. (2016·天津)已知函数f(x)＝4tan x·sincos－.
(1)求f(x)的定义域与最小正周期；
(2)讨论f(x)在区间上的单调性．
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
18. (2019·全国Ⅰ)已知函数f(x)＝2sin x－xcos x－x，f′(x)为f(x)的导数．
(1)证明：f′(x)在区间(0，π)上存在唯一零点；
(2)若x∈[0，π]时，f(x)≥ax，求a的取值范围．
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
19. (2022·北京模拟)某企业生产流水线检测员每天随机从流水线上抽取100件新生产的产品进行检测．若每件产品的生产成本为1 200元，每件一级品可卖1 700元，每件二级品可卖
1 000元，三级品禁止出厂且销毁．某日检测抽取的100件产品的柱状图如图所示．

(1)根据样本估计总体的思想，以事件发生的频率作为相应事件发生的概率．若从生产的所有产品中随机取出2件，求至少有一件产品是一级品的概率；
(2)现从样本产品中利用分层随机抽样的方法抽取10件产品，再从这10件中任意抽取3件，设取到的二级品的件数为ξ，求随机变量ξ的分布列和均值；
(3)已知该生产线原先的年产量为80万件，为提高企业利润，计划明年对该生产线进行升级，预计升级需一次性投入2 000万元，升级后该生产线年产量降为70万件，但产品质量显著提升，不会再有三级品，且一级品与二级品的产量比会提高到8∶2，若以该生产线今年利润与明年预计利润为决策依据，请判断该次升级是否合理．
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
20. (2022·九江模拟)已知函数f(x)＝ex＋mx(m∈R)．
(1)讨论f(x)的单调性；
(2)若b>a>0，且af(b)>bf(a)，
求证：a＋b>2.
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
21. (2022·宁波模拟)已知函数f(x)＝sin＋sin.
(1)求函数f(x)的最小正周期和单调递减区间；
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
(2)若对任意的m∈(－2,2)，方程f(x)＝m(其中x∈[0，a))始终有两个不同的根x1，x2.
①求实数a的值；
②求x1＋x2的值．
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

参考答案
1. C
2. B
3. C
4. C
5. B
6. A
7. D
8. AB　[由题意知f(x)是奇函数，则f(－x)＝－f(x)，
又f(2－x)＋f(x)＝0，
则f(2－x)＝－f(x)＝f(－x)，
令t＝－x，得f(t)＝f(t＋2)，
即f(x)＝f(x＋2)，
所以f(x)是周期为2的周期函数，
所以f(0)＝f(2)＝f(4)＝…＝0，
又f(1)＝－log21＝0，
所以f(1)＝f(3)＝f(5)＝…＝0，
所以f(n)＝0，n∈Z，
作出y＝f(x)和y＝tan πx的图象，
其中y＝tan πx的周期是T＝＝1，
如图，由图可知当x≥－1时，从点A(－1,0)向右的10个交点依次为A，B，O，C，D，E，F，G，H，I，点J是第11个交点，J(4,0)，

设C点横坐标为x0，
显然x0∈，
f ＝－log2＝2，
tan ＝1，
因此x0>，所以<x0<，
于是－<xB<－，4－<xI<4－，
即3.5<xI<3.75，
结合选项知m可取3.8,3.9，m≥4时至少有11个零点．]
9. B
10. D
11. 0.985
12. －　ln 2
解析　f(x)＝ln＋b
＝ln＋ln eb
＝ln.
∵f(x)为奇函数，
∴f(－x)＋f(x)
＝ln＝0，
∴
＝|1－x2|.
当(a＋1)2e2b－a2e2bx2＝1－x2时，
[(a＋1)2e2b－1]＋(1－a2e2b)x2＝0对任意的x恒成立，
则
解得
当(a＋1)2e2b－a2e2bx2＝x2－1时，
[(a＋1)2e2b＋1]－(a2e2b＋1)x2＝0对任意的x恒成立，
则无解．
综上，a＝－，b＝ln 2.
13. 
解析　由题意知，只要满足a1，a3，a9 成等比数列的条件，{an} 取何种等差数列(d≠0)与所求代数式的值是没有关系的．
因此，可选取数列an＝n(n∈N*)，
则＝＝.
14. 12π
解析　∵PC⊥平面ABC，AC，BC⊂平面ABC，
∴PC⊥AC，PC⊥BC，
∵∠PBC＝45°，
∴△PCB是等腰直角三角形，
∴BC＝2，
∴AC2＋BC2＝22＋22＝8＝AB2，
∴AC⊥BC，
∴AC，BC，PC三条直线两两垂直，且长度均为2，
∴可将三棱锥P－ABC放到一个棱长为2的正方体内部，如图所示，

∴三棱锥的外接球为正方体的外接球，外接球球心为正方体的中心，直径为正方体的体对角线PD，
设外接球半径为R，则(2R)2＝22×3，
解得R＝，
∴三棱锥外接球的表面积S＝4πR2＝12π.
15. 3
16. 
解析　g′(x)＝3x2＋(m＋4)x－2，
若g(x)在区间(t,3)上总为单调函数，
则g′(x)≥0 在(t,3)上恒成立，①
或g′(x)≤0 在(t,3)上恒成立．②
由①得3x2＋(m＋4)x－2≥0，
即m＋4≥－3x在x∈(t,3)上恒成立，
所以m＋4≥－3t在t∈[1,2]上恒成立，
则m＋4≥－1，即m≥－5 ；
由②得3x2＋(m＋4)x－2≤0，
即m＋4≤－3x 在x∈(t,3)上恒成立，
则m＋4≤－9，即m≤－.
于是g(x)在区间(t,3)上为单调函数时，
m 的取值范围为
∪[－5，＋∞)，
所以函数g(x)在区间(t,3)上总不为单调函数时，m 的取值范围为.
17. 解　(1)f(x)的定义域为
.
f(x)＝4tan xcos xcos－
＝4sin xcos－
＝4sin x－
＝2sin xcos x＋2sin2x－
＝sin 2x＋(1－cos 2x)－
＝sin 2x－cos 2x
＝2sin，
∴f(x)的最小正周期T＝＝π.
(2)∵x∈，
∴2x－∈.
由y＝sin x的图象可知，
当2x－∈，
即x∈时，f(x)单调递减；
当2x－∈，即x∈时，f(x)单调递增，
∴当x∈时，f(x)在区间上单调递增，在区间上单调递减．
18. 证明　设g(x)＝f′(x)，
则g(x)＝cos x＋xsin x－1，
g′(x)＝xcos x.
当x∈时，g′(x)>0；
当x∈时，g′(x)<0，
所以g(x)在上单调递增，在上单调递减．
又g(0)＝0，g>0，
g(π)＝－2<0，
故g(x)在(0，π)上存在唯一零点．
所以f′(x)在区间(0，π)上存在唯一零点．
(2)解　由题设知f(π)≥aπ，
f(π)＝0，可得a≤0.
由(1)知，f′(x)在(0，π)上只有一个零点，
设为x0，且当x∈(0，x0)时，
f′(x)>0；
当x∈(x0，π)时，f′(x)<0，
所以f(x)在(0，x0)上单调递增，在(x0，π)上单调递减．
又f(0)＝0，f(π)＝0，
所以当x∈[0，π]时，f(x)≥0.
又当a≤0，x∈[0，π]时，ax≤0，
故f(x)≥ax.
因此，a的取值范围是(－∞，0]．
19. 解　(1)抽取的100件产品是一级品的频率是＝，
则从生产的所有产品中任取1件，是一级品的概率是，
设从生产的所有产品中随机选2件，至少有一件是一级品的事件为A，
则P(A)＝1－2＝，
所以至少有一件产品是一级品的概率是.
(2)依题意，10件产品中一级品7件，二级品2件，三级品1件，ξ的可能的取值是0,1,2，
P(ξ＝0)＝＝，
P(ξ＝1)＝＝，
P(ξ＝2)＝＝，
所以ξ的分布列为
	ξ
	0
	1
	2

	P
	
	
	



E(ξ)＝0×＋1×＋2×＝.
(3)今年利润为
80×
＝15 200(万元)，
明年预计利润为
70×－2 000
＝23 200(万元)，
显然有23 200>15 200，
所以该次升级合理．
20. (1)解　f′(x)＝ex＋m，
当m≥0时，f′(x)>0，f(x)在R上单调递增，
当m<0时，由f′(x)>0，
得x>ln(－m)；
由f′(x)<0，得x<ln(－m)．
∴f(x)在(－∞，ln(－m))上单调递减，在(ln(－m)，＋∞)上单调递增．
综上，当m≥0时，f(x)在R上单调递增；
当m<0时，f(x)在(－∞，ln(－m))上单调递减，在(ln(－m)，＋∞)上单调递增．
(2)证明　由af(b)>bf(a)，
得a(eb＋mb)>b(ea＋ma)，
即aeb>bea，即<，
令g(x)＝，
则g(b)<g(a)．
∵g′(x)＝，
∴g(x)在(0,1)上单调递增，
在(1，＋∞)上单调递减．
作出g(x)的大致图象，如图所示，

当x>0时，
g(x)>0，
∴0<a<1<b或1≤a<b，
①若1≤a<b，显然a＋b>2，
②若0<a<1<b，要证a＋b>2，只需证b>2－a>1，
即证g(b)<g(2－a)，若能证g(a)<g(2－a)，则原命题得证，
令G(x)＝g(x)－g(2－x)，
x∈(0,1)，
G′(x)＝＋
＝(1－x)(e－x－ex－2)，
∵0<x<1，
∴1－x>0，e－x－ex－2>0，
∴G′(x)>0，
∴G(x)在(0,1)上单调递增，
∴G(x)<G(1)＝0，
∴g(a)<g(2－a)，即原命题得证．
综上，a＋b>2.
21. 解　(1)f(x)＝sin＋sin
＝sin＋sin
＝sin－cos
＝2sin.
f(x)的最小正周期为T＝＝π，
令＋2kπ≤2x－≤＋2kπ，k∈Z，
则＋kπ≤x≤＋kπ，k∈Z，
因此函数f(x)的单调递减区间为(k∈Z)．
(2)①当x∈[0，a)时，
2x－∈，
所以2a－－＝2π，
解得a＝π.
②由①知2x－∈，
根据三角函数图象的对称性，
可得2x1－＋2x2－＝π或2x1－＋2x2－＝3π，
解得x1＋x2＝或x1＋x2＝.
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